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Основные обозначения и определения

Сп - n-мерное комплексное пространство точек z = {z\,__,^n),

e С у.= 1,... ,п). Rn - n-мерное вещественное пространство точек х = (#i,... ,xn),

Для точки z = (zi,... , zn), где Zj = ж^- + гг/,-, ж,-, у,- G R, j — 1,... , п,

будет также использоваться запись z = x + iy, где о; = (жх,__,#„),

2/ = (2/i, - - - ,Уп)- При этом х = Re z - вещественная часть z, у = Im z -мнимая часть z.

Для и = («1,... ,«n), v = (г?1,... ,г>п) 6 СП(Е") полагаем (гг,^) = им+ ...+unvm \\u\\ = y|wi|24---h |un|2.

Для e G. E"(Cn),r > 0 jOfer) = {u e En(Cn) : ||u - f|| < r} -открытый шар в Rn(Cn) радиуса г с центром в точке ? 6 R"(Cn).

Пусть X - некоторое топологическое пространство и А— его подмножество. Символом дА обозначается граница множества Л, А - замыкание A, intA - внутренность А.

Для мультииндекса а = (ai,... ,an) E Z" используются следующие сокращения: |а| = а\ -\--+ а„, а! = ai!...an!, za = z"1 ...z%n (z =

... л)бе), xa = x?...xZ" (x = (xu...,xn)€Rn),

Для открытого множества Q в Rn (Cn) X>(Q) - пространство всех бесконечно дифференцируемых функций в Жп (Сп), носители которых лежат в Cl, наделенное обычной топологией.

Для открытого множества Q С Gn H(Q) - пространство функций, голоморфных в Q, с топологией равномерной сходимости на компактных подмножествах Q.

Для открытого множества QclnB ряде случаев через S(Г2) обозначаем пространство С°°(п) бесконечно дифференцируемых функций f(x) в

Q с топологией, определяемой системой норм ||/||д-# = SUP \Daf(x)\i

xeK,\a\ 

где К пробегает совокупность всевозможных компактных подмножеств Q, а N - множество Ъ+ всех неотрицательных целых чисел.

Для локально выпуклого пространства Е через Е' обозначаем пространство линейных непрерывных функционалов на Е, через Е* - сильное сопряженное к Е пространство.

% - совокупность функций <р : Шп —> Ш таких, что lim „ = +00.

Ж-ЮО ||Ж||

Ф - подмножество 11, состоящее из выпуклых функций.

Для р > 1,/л? (1,р] Фр,А* - множество функций (р из Ф, для которых существуют числа А > 0,Б,С > 0,D такие, что С||ж||м — D < ip(x) < А\\х\\р + В, xGRn.

Для [i > 0 71ц - множество функций у? : МР —>• К, для которых существуют числа С > О, D > 0 такие, что о^(ж) > С||гс||м — D, x G Шп.

Преобразование Юнга tp* функции лр е TZ определяется по формуле 4>*{х) = sup((x,y)-ip(y)), х е Шп.

Введение

В диссертации рассматриваются задачи, относящиеся к теории функций, комплексному анализу и теории дифференциальных уравнений. Определены новые классы весовых пространств бесконечно дифференцируемых функций в Мп. В этих пространствах изучаются следующие вопросы:

1. проблема описания сильного сопряженного пространства в терминах преобразования Фурье-Лапласа;

2. полиномиальная аппроксимация;

3. интегральные представления решений однородных линейных дифференциальных уравнений: в частных производных конечного порядка с постоянными коэффициентами;

4. разрешимость обыкновенных линейных дифференциальных уравнений бесконечного порядках постоянными коэффициентами;

5. представление функций рядами экспонент. В диссертации, также изучаются:

проблема интегральных представлений с экспоненциальным ядром для функций, аналитических в трубчатых областях;

сюръективность линейных операторов, являющихся возмущениями операторов свертки, в пространствах бесконечно дифференцируемых функций в выпуклых областях из Еп;

преобразование Фурье-Лапласа обобщенных функций медленного роста с носителями в замкнутых неограниченных множествах, содержащихся в выпуклых открытых острых конусах в-Е."..

Большую часть работы занимает описание сопряженных пространств для введенных весовых пространств бесконечно дифференцируемых функций в терминах преобразования Фурье-Лапласа. Полученное описание оказалось полезным при изучении третьего, четвертого и пятого вопросов в этих весовых пространствах функций.

Как известно, описание сопряженных пространств в терминах преоб-

разований Лапласа или Фурье-Лапласа является одной из важных задач теории функций и функционального анализа. Этой проблеме посвящены работы многих российских, и зарубежных математиков - Г. Полна, Н. Винера, Р. Пэли, Л. Шварца, B.C. Владимирова, Л. Эренпрайса, Л1 Хёр-мандера; А. Мартино, В.В: Напалкова, Б.А. Тейлора, P.G. Юлмухаметова, В;В. Жаринова; Г.И/Эскина, Роевера (J:W. de Roever), Ю:И. Любарского, В;А. Ткаченко; СВ. Попенова, В.И. Луценко, Р. Майзе, Ф. Хаслингера, Б. Берндтссона; М: Лангенбруха, Н. Линдхольма и др. Такое описание позволяет интерпретировать сопряженное пространство к изучаемому пространству как некоторый класс целых или аналитических функций с определенными» мажорантами роста; Тем самым многие проблемы теории операторов свертки, теории дифференциальных уравнений; теории аппроксимации функций, вопросы представления функций рядами экспонент и др. методами функционального анализа могут быть сведены к задачам из теории целых или аналитических функций. В теории операторов! свертки, теории аппроксимации функций, вопросах представления функций: рядами, экспонент такой подход систематически использовался в работах Б. Мальгранжа, Л. Эренпрайса, Л. Шварца, Л. Хёр-мандера, А.Ф. Леонтьева, В.В. Напалкова, И.Ф. Красичкова-Терновского, Ю.Ф. Коробейника, Б.А. Тейлора, PC. Юлмухаметова; А.С.. Кривошее-ва, С.Г. Мерзлякова, Б.Н. Хабибуллина, A.M. Седлецкого, О.В. Епифанова, В.В. Моржакова, А.В. Абанина, К. Беренстейна, Д. Струппы и др., в теории дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными коэффициентами- в работах Б. Мальгранжа, Л. Эренпрайса; Л. Хермандера, В.П. Паламодова, А. Мартино, B.Bi Напалкова; Роевера, К. Беренстейна и др.

Структура работы такова. Первая и вторая главы диссертации посвящены описанию сопряженных пространств к: еще мало изученным весовым пространствам бесконечно дифференцируемых функций: в Rn в терминах преобразования Фурье-Лапласа и аппроксимации полинома-

ми в весовых пространствах бесконечно дифференцируемых функций в ]Rn. В третьей главе изучается задача об описании ядер дифференциальных операторов в частных производных с постоянными коэффициентами (фундаментальный принцип), действующих в этих весовых пространс-тах. В ходе рассмотрения этой задачи были исследованы смежные вопросы теории аналитических функций многих комплексных переменных. В четвертой главе изучается сюръективность линейного дифференциального оператора бесконечного порядка с постоянными коэффициентами в весовом пространстве бесконечно дифференцируемых функций на числовой оси, а также рассматривается вопрос о сюръективности линейных операторов, являющихся возмущениями операторов свертки в пространствах бесконечно дифференцируемых функций в выпуклых областяхЖп. В пятой главе рассматривается задача о представлении: аналитических функций (функций, аналитических в трубчатых областях, целых функций экспоненциального роста) с определенными свойствами интегралами Фурье-Лапласа. Там же дополняются результаты B.C. Владимирова и Ро-евера по преобразованию Фурье-Лапласа обобщенных функций медленного роста. В шестой главе изучается задача о представлении бесконечно дифференцируемых функций на числовой оси, принадлежащих одному из введенных весовых пространств, в виде рядов экспонент.

Весовые пространства бесконечно дифференцируемых функций в R", о которых дальше пойдет речь, были введены под влиянием работы Б.А. Тейлора (Taylor В.A. Analytically uniform spaces of infinitely differentiable functions // Communications on pure and applied mathematics. 1971. V. 24. №1. P. 39-51).

Пусть TZ - совокупность вещественнозначных функцийлр в Е" таких, что

hm Ц

х-)-оо \\x\\

Через Ф обозначим подмножество 7?, состоящее из выпуклых функций. Пусть (р* - преобразование Юнга: функции лр G 71 (также называемое

преобразованием Юнга-Фенхеля, реже - преобразованием Лежандра):

-= sup((x,y)-cp(y)), х еГ.

R

Положим (р(х) = (р*(—х), х Е Шп. Отметим, что (р*,<р € Ф.

Пусть Ф - семейство выпуклых функций лр в Rn, для которого выполнены следующие условия:

Ф1. Для любых (pi,(f2 € Ф найдется функция 

Ф2. Для любого (р е.Ф

lim

x\\

ФЗ. Для любого 0 и ^2 € Ф такие, что sup (p2(x.+ у) + т]\\х\\ < 

По семейству Ф Б.А. Тейлором [94] было определено линейное пространство (Е(Ф) бесконечно дифференцируемых функций / в!" таких, что для любых m Е Z+,лр G Ф

,M)= SUP ра/(ж)|ехр(- 

xeRn,\a\ 

Семейство норм tm>lf) задает на (?(Ф) локально выпуклую топологию.

Условие Ф2 гарантирует, что экспоненты еъ<х6> ^ где ^ ^ Сп, принадлежат (?(Ф). Поэтому для любого функционала Т G С(Ф) корректно определена функция Т(() = Т(ег<х^>), ^"6 Сп, называемая преобразованием Фурье-Лапласа функционала Т. Отображение Т G ^'(Ф) —>• Т также называем преобразованием Фурье-Лапласа.

Б.А. Тейлор [94] отметил, что пространство линейных непрерывных функционалов над (?(Ф) при помощи преобразования Фурье-Лапласа может быть отождествлено с пространством целых функций F в Сп, удовлетворяющих следующему условию роста: существуют (р G Ф, числа

10

А> О, т G Z+ такие, что

\F{z) < Л(1 + P||)mexp(?(/m *)), zE С1'.

Заметим, что на практике удобнее считать, что функции из семейства Ф вместо условий Ф1 и ФЗ удовлетворяют менее ограничительным условиям Ф1' и ФЗ':

Ф1'. Для любых ipi, 

min( ^зО3?) Л-а у х G К",

ФЗ'. Для любого (/?i бФ найдутся положительные числа ?7, d и у?2 G Ф такие, что

sup 

Это никак не отражается на описании сопряженного пространства.

Отметим, что пространство 

До Б.А. Тейлора специальные случаи пространств (?(Ф) рассматривались Л. Эренпрайсом [75] и Л. Хёрмандером [82] в связи с различными вопросами анализа. В частности, в [75, Глава 5] отмечено, что в случае, когда Ф = {<р(ех)}?>0, где <р - положительная выпуклая функция в Еп, удовлетворяющая условию Ф2, пространство преобразований Фурье-Лапласа функционалов из б'(Ф) состоит из целых функций F\ для которых существуют числа 6, с, N такие, что

\F{z) < b(l + \\z\\)N exp(^(c Im z)), z G Cn.

Полученное описание сопряженного пространства для пространства (?(Ф) и использованный при этом подход оказались полезными при изучении самых разных задач. Например, они были использованы Л. Эренпрайсом [75, Глава 9] при изучении единственности задачи Коши для'

дифференциальных операторов, К. Беренстейном и Дж. Лесмесом [71], В.В1 Напалковым [41], [42] при изучении единственности задачи Коши для операторов свертки, Б.А. Тейлором в связи с описанием сопряженных пространств для введенных им на базе пространств. ?(Ф) более общих "пространств, определяемых операторами свертки" [94], Д. Струппой при изучении проблемы квазианалитичности в весовых пространствах бесконечно дифференцируемых функций в.Ж" [93]..

Перейдем к обзору результатов работы. Диссертация состоит из введения, шести глав- и списка литературы. Нумерация приведенных во введении теорем, лемм та же, что и в соответствующих разделах.

Главы Г, 2. В первых двух главах работы изучаются пространства, построенные по типу пространства (Е(Ф) и "пространств, определяемых операторами свертки" [94],.но имеющие более жесткую структуру. В первой главе описание сопряженных пространств к этим пространствам приводится для случая одного переменного. Отдельное рассмотрение этого случая связано с применением специальных методов теории целых функций одного переменного (в частности, представлением целых функций рядом Лагранжа). Это позволяет либо добиться нужного результата (как, например, Теорема 1.3.1), либо - в ряде ситуаций - добиться лучших результатов, чем в случае многих переменных. Вторая глава ориентирована на случай многих переменных. Введем теперь эти пространства и рассмотрим: каждое из них в отдельности.

Пусть (р :Rn -> R ~ функция из класса К. Введем пространство ?(ср) - проективный предел банаховых пространств

го

m{J)= sup----— ---<

\a\ 

m G N. Для каждого m 6 N пространство ?m+i((p) вложено в Sm((p) вполне: непрерывно [13, §5, п. 5.4], поэтому, в соответствии с определением из [55], ?{ф) - пространство (М*). В частности, ?(у?) - пространство (М) [55, предложение 7]. То есть, ?(ip) - пространство Фреше, в; ко-

тором ограниченные множества являются относительно компактными. Как известно, всякое пространство (М) рефлексивно.

По терминологии из книги [10] ?{ip) - счетно-нормированное пространство с топологией, определяемой счетной системой норм qm. И поскольку ограниченные множества в 8(<р) относительно компактны, то по терминологии из [10, глава 1, §6] счетно-нормированное пространство ?() является совершенным.

Топология ?(ср) может быть также задана с помощью семейства норм

Очевидно, ?(<-p) инвариантно относительно дифференцирования.

Пусть у? € Ф. Отметим, что для;функций из семейства' Ф = {<р(х) — mln(l+||:c||)}m6N, участвующего в определении пространства ?{ф) не выполняется условие вида ФЗ (или ФЗ'). Поэтому нельзя гарантировать инвариантность пространства*?(<р) относительно сдвигов. Например,.для случая п = 1 и (р(х) = х4 функция f(x) = ех*~х2 принадлежит классу ?(<р), а функция д (х) = f(x + 1) не лежит в ? (у?). Указанная проблема, а также малый зазор-между функциями;семейства Ф являют собой определенные трудности; при описания сопряженного пространства для ?((р) в случае произвольного ср. Поэтому приходится накладывать дополнительные условия; на ip. To, что функции семейства; Фтмогут быть невыпуклыми на ограниченных подмножествах Жп, несущественно.

Для ф G И введем линейное пространство Q(^) = U Ят(Ф),

QmW = {/ е Я(С) : Щ,т{Л = sup.__m__ < со} .

Снабдим С$(ф) естественной топологией индуктивного предела. Поскольку для каждого m G N пространство QmC0) вложено в Ят+\(ф) вполне непрерывно, то Q(ip) - пространство (LN*) (согласно определению из [55]). Отметим, что и ?*(ср) - пространство (LN*) (по теореме 5 из [55]).

Заметим, что уже из принадлежности лр классу 71 следует, что для линейных непрерывных функционалов Т над ?(<р), а также и над другими, далее определяемыми, весовыми пространствами бесконечно дифференцируемых функций, будут корректно определены функции T(z) =

Для ц > 0 через 7?м обозначаем класс функций ср : W1 —)¦ R, для которых существуют положительные числа С^,, Д^ такие, что

ip(x) > C^xW» - Dp, xeW1. Имеет место

Лемма 2.1.1. Пусть \х > 1, 

1. найдется число М^ > 0 такое, что \<р*(у) — <р*(х)\ < М^,, если

2. для любого т ? N найдется постоянная Ат > 0 такая, что для любого х G Е"

ТП

< Д+

Основным результатом первого раздела первой главы (напомним, что в ней рассматривается случай только одного переменного) является

Теорема 1.1.4. Пусть /л > 1, <р € Ф П V,^. Тогда отображение I : Т € ?*(<р) —> Т устанавливает топологический изоморфизм между пространствами ?*((р) и Q{<-p*).

Биективность отображения / следует из следующего утверждения.

Теорема 1.1.3. Пусть ip Е.Ф. Пусть функция U 6 Н(С) удовлетворяет при некоторых C>0,^GN неравенству

\U(z)\ < C(l\+ \z\)Nexp( 

Тогда существует единственный функционал Т 6 ?'{<-р) такой, что T(exp(-iz?)) = U{z), ze.C Причем,

\T(f)\ < C1CgiV+2)2 где Сi > 0 не зависит от U.

Доказательство единственности в теореме 1.1.3. основано на полноте полиномов в ? (ср). Справедлива

Теорема 1.1.1. Пусть (рЕФ. Тогда многочлены плотны в ?((р).

Отметим, что в некоторых случаях полиномы будут плотны в ?(<р) без предположения о выпуклости функции у? 6 71. Справедлива

Теорема 1.1.2. Пусть fi > 1, <р € %ц. Тогда многочлены плотны в ?{<р).

Рассмотрим случай нескольких переменных. Для р > 1, /л е (1, р] через ФР)М обозначим множество функций <р из Ф, для которых существуют числа Ач>> О, В<р, С<р > О, Д^ такие, что всюду в Еп

CJxW» - D,, <ф) < A^xW? + Вр. (0.1)

Основным; результатом первого раздела второй главы является

Теорема 2.1.1. Пусть р > l,fj, G (1,р], (р €. ФЛМ. Тогда отображение Л : Т G ?*((р) —> Т устанавливает топологический изоморфизм между пространствами ?*(ср) и Q{jp).

Сюръективность отображения А следует из результатов Г.И. Эски-на [65] (см. также работы B.C. Владимирова- [6], [7]) в случае <р(х) = \\х\\р (р > 1) и СВ. Попенова [51]. Согласно им для каждого у € W1 произвольная функция U(x + iy) G Qifi), рассматриваемая как элемент из 5"(IRn), есть преобразование Фурье обобщенной функции медленного роста <7У(?) = д(€)е~(у'&, где для обобщенной функции #(?) G Т>'(Шп) имеет место представление в виде суммы конечного числа дифференциальных операторов конечного порядка от непрерывных функций да(О '

, € € К":, причем функции да(€) удовлетворяют при

а

некоторых lae N,ca > 0 оценке |^aK)| < Ca(l+||f||)*ee~vK), ^ G Еп. Условие, фигурирующее в правой части неравенства (0.1), связано как раз с этим результатом. Инъективность А устанавливается на основе теоремы 2.1.2, утверждающей, что многочлены плотны в ?(ср) при условии, что ср ? Иц, где /2 > 1. Отметим здесь же, что в случае, когда функция у? из Ф - радиальная, справедливо

Предложение 2.1.1. Пусть <р(х) ¦= г;(||ж||), где v - функция одной переменной из класса Ф. Тогда многочлены плотны в ?{<р).

На базе пространства ? ( 

Пусть возрастающая последовательность М положительных чисел Mq = 1, Mi, М2,..., удовлетворяет условиям:

ti). Ml < Mfc-iMfc+i, Vfc e N;

г'2). существуют числа Hi > 1, H2 > 1 такие, что для любого k G Z+

Mk+i < HiH*Mk]

г'з). найдутся числа Qi > О, Q2 > 0 такие, что для любого A; G Ъ+

Мк > QiQk2k\.

С последовательностью (Mfc)j^0 ассоциируется функция w на [0, оо), определяемая следующим образом:

гк

w(r) = sup ln-r-p , для г > 0; w(0) = 0.

kz M

Она непрерывна на [0,оо) [27]. Из того, что w(r) =-0 для г G [0,'Mi], и из условия г'з) следует, что найдется число Aw > 0 такое, что w(r) < Aw1? 1 г > 0. Ясно, что w;(||z||) - плюрисубгармоническая функция в Сп. Пусть (p,ip e 1Z. По е > 0,тп 6 N определим нормированные пространства

= sup '^ffl'f + "Д < оо},

Каждое из них является банаховым пространством. Пусть G^ =

CXI

П f] G^e,т),Рф = (J P^{e). Наделим G^, топологией проективного

m=l?>0 e>0

предела пространств G,p(?, m), а Рф топологией Т{п& индуктивного предела пространств Рф(е).

При описании сопряженного пространства для G^ случаи одного и многих переменных рассматриваются отдельно.

В случае п = 1 накладывается по одному дополнительному условию и на <р, и на последовательность М. В предположении, что последовательность (M&)j?L0 удовлетворяет более ограничительному условию, чем условие г2):

if2). существуют числа Hi > 0,Н2> 1 такие, что V --к, те Z+

получена

Теорема 1.2.1. Пусть a > 1, ip 6 Ф, функция ф = <р* удовлетворяет условию: существует постоянная Аф > 0 такая, что

Щх1)-ф(х2)\ ^^(l + l^il + l^l)""1!^ -х2\уХЪх2€Ш. (0.2)

Тогда отображение Z : Т ? (??..—>• Т устанавливает топологический изоморфизм между пространствами Gy и Рф.

Это - основной результат второго раздела первой главы.

Таким образом, отображение Z :T E G*^ —> Т устанавливает топологический изоморфизм между пространствами G*v и Р$.

Сюръективность преобразования Фурье-Лапласа в теореме 1.2.1. устанавливается с помощью представления целых функций из Рф в виде ряда Лагранжа. Идея; воспользоваться таким приемом взята из работы Р.С. Юлмухаметова [66]. Для реализации этой идеи строится специальная целая функция. При этом используются результаты Р.С. Юлмухаметова [67] и М.И. Соломеща [56], [48], [57]. Из них здесь отметим лишь один, менее упоминаемый в литературе. Он получен М.И. Ооломещом [56, глава 2, §3, Предложение 7, Предложение 9], [48].

