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Авторское выполнение научных работ любой сложности – грамотно и в срок
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Введение.

Изучение многообразий алгебраических систем с теми или иными условиями конечности составляет самостоятельное и развивающееся направление алгебраических исследований. В 1890 г. Д. Гильберт доказал, что в кольце многочленов от конечного числа переменных любой идеал порождается конечным числом элементов (имеет конечный базис). Затем, этот результат был перенесен на конечно порожденные алгебры над нетеровыми кольцами и нашел широкое применение в коммутативной алгебре. В дальнейшем это направление исследований получило развитие в работах многих авторов (А. И. Мальцев [13], [14], [15], [16]; А. И. Ширшов [19]; В. Н. Латышев [10]; И. В. Львов [11], [12]; Е. И. Зельманов [5], А. И. Костри-кин [7]; К. Прочези [22]; Ж. Левин [21]; В. Т. Марков [17]; С. И. Кубла-новский [8], [9]).

Говорят, что алгебра М над кольцом Л является конечной, если она является конечно порожденным (к.п.) модулем над Л. Говорят, что алгебра А - финитно аппроксимируема (ф.а.) если для любого ненулевого элемента а А существуют конечная алгебра М и гомоморфизм ip : А М такой, что (р(а) = 0. В 1958 г. А. И. Мальцев [15] доказал, что конечно порожденная коммутативная алгебра над полем финитно аппроксимируема, и вывел отсюда разрешимость ряда алгоритмических проблем. Эта работа А.И.Мальцева оказала существенное влияние на ход всех дальнейших алгебраических исследований в этой области.

Алгебра называется локально нетеровой (слева, справа), если она удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей двусторонних (левых, правых) идеалов. Говорят, что в многообразии алгебр

локально выполнено некоторое условие, если оно выполнено для каждой конечно порожденной алгебры этого многообразия.

В 1966 г. В. Н. Латышев [10] описал локально слабо нетеровы (л.с.н.) слева многообразия над полем характеристики 0. В 1969 г. И. В. Львов доказал [11], что многообразие алгебр над полем характеристики 0 будет л.с.н. тогда и только тогда, когда в нем выполнено некоторое тождество вида:

xynz =

где щ, vi — некоторые слова.

В 1978 г. В. Т. Марков доказал, что многообразие алгебр с единицей над бесконечным полем будет л.с.н. слева тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет тождеству Энгеля, т.е. тождеству вида [х,у]п = 0, которое можно описать по индукции:

= ху ух-

В 1997 г. С. И. Кублановский в работе [9] вводит понятие нормальной характеристики. Коммутативное кольцо с единицей Л называется кольцом Джекобсона, если каждый простой идеал этого кольца является пересечением некоторого семейства максимальных идеалов. Любое поле, конечно порожденнное коммутативное кольцо, кольцо полиномов над кольцом Джекобсона являются также кольцами Джекобсона. Известно, что класс колец Джекобсона замкнут относительно гомоморфных образов. Пусть / - некоторый полином от некоммуттирующих переменных над кольцом Л. Два одночлена будем считать подобными, если один моном можно получить из другого перестановкой внутренних переменных (т.е. не затрагивая

крайние слева и справа переменные). Путем приведения подобных членов такого типа из данного многочлена / может быть получен многочлен вида:

где A* G Л, (ui)i?i — семейство неподобных в указанном смысле одночленов. Идеал в кольце Л, порожденный семейством (Ai)jG/, обозначается v{f) и называется нормальной характеристикой многочлена /. Если этот идеал совпадает с Л, говорят, что нормальная характеристика мнгочлена / равна 1. Нормальной характеристикой многообразия V алгебр над кольцом Л, заданного совокупностью тождеств {fi\i ? /}, называется сумма нормальных характеристик многочленов (/*)»?/; она обозначается через v(V). Таким образом v{V) = /]v{fj)- Можно показать, что нормальная характеристика

многообразия определяется этим многообразием однозначно, так как не зависит от выбора базиса тождеств. Аналогично можно определить левую и правую характеристику тождеств и многообразий, они обозначаются vi и vr соответственно.

СИ. Кублановский в работе [9] доказал, что многообразие алгебр над нетеровым кольцом Джекобсона будет локально слабо нете-рово тогда и только тогда, когда его нормальная характеристика равна 1. В этой же работе установлена эквивалентность локальной слабой нетеровости и других классических условий конечности, таких как: финитная аппроксимируемость, локальная представимость и другие.

С тождеством Энгеля связана известная проблема (проблема Эн- геля): если алгебра (кольцо) удовлетворяет тождеству Энгеля, то

будет ли она локально Лиево нильпотентна? Проблема Энгеля представляет собой проблему Бернсайдовского типа. Впервые она была рассмотрена для групп и алгебр Ли. Работы А. И. Кострикина [7] оказали существенное влияние на ход исследований в этой области. Положительное решение этой проблемы для колец Ли было найдено в известной работе Е. И. Зельманова [5]. Следует отметить, что для конечно порожденных ассоциативных алгебр над полем ненулевой характеристики положительное решение этой проблемы следует из теоремы А. И. Ширшова о высоте [19]. Для алгебр над полем характеристики 0 положительное решение данной проблемы было найдено А. Р. Кемером [6] в 1980 г. Положительное решение для ассоциативных алгебр над кольцом Джекобсона было найдено СИ. Кубланов-ским [9] в 1997 г.

Среди различных условий конечности естественным образом выделяется так называемая конечность типа для тождеств и многообразий. Многообразие алгебраических систем называется многообразием конечного типа, если любая конечно порожденная относительно свободная система данного многообразия является конечно определенной. Соответственно, тождество (система тождеств) называется тождеством (системой тождеств) конечного типа тогда и только тогда, когда таково многообразие алгебраических систем, заданное этим тождеством (системой тождеств).

В 1972 г. К. Прочези [22] и Л. Смолл [23] поставили проблему: будет ли многообразие алгебр, порожденное матричной алгеброй, многообразием конечного типа? В 1978 г. В. Т. Марков [17] изучил конечность типа многообразий алгебр с единицей над бесконечным полем. Он доказал, что конечность типа для такого многообразия

эквивалентна локальной левой нетеровости многообразия, а также выполнимости тождества Энгеля. Также из результатов Маркова вытекает отрицательное решение проблемы К. Прочези и Л. Смолла для многообразий алгебр с единицей над бесконечным полем. Однако, данный результат не дает алгоритмического описания таких многообразий. Кроме того, методы и результаты данной работы не удается распространить на общий случай многообразий алгебр без единицы.

В 1997 г. С. И. Кублановский [9] нашел условия для конечности типа многообразий алгебр (без единицы) с нормальной характеристикой, равной единице, над нетеровыми кольцами Джекобсона. Однако, результаты данной работы не переносятся на более общий случай многообразий алгебр произвольной нормальной характеристики.

Проблема описания многообразий конечного типа в наибольшей общности, т.е. для любых алгебраических систем (для групп, колец, алгебр и т.д.), была отмечена в 1995 г. в обзоре О. Г. Харлампович и М. В. Сапира [20].

Целью данной работы является изучение тождеств и многообразий алгебр над полем (коммутативным кольцом) конечного типа, а также их структурных свойств. Главный акцент делается на возможность алгоритмической проверки исследуемых свойств.

Краткое содержание работы. Мы опишем структуру данной диссертации и приведем ее основные результаты. Настоящая работа разделена на две главы. В первой главе устанавливаются общие свойства многообразий конечного типа. Она разбита на 5 параграфов.

В § 1 приводятся некоторые известные факты о многообрази-

ях алгебр и тождествах, даются общие определения и обозначения. Принципиальным моментом здесь является обобщение автором определения нормальной характеристики тождеств и многообразий. Пусть задан некоторый алфавит X = {х\,..., агп,...}, через Х+ обозначим множество слов над ним. Рассмотрим полином

с коэффициентами из кольца Л, где Uk(xi,... ,хп) - слова над алфавитом {#1,..., хп}. Если задано некоторое отношение эквивалентности 7 на каком-либо подмножестве Х+, то 7-характеристикой полинома f(xi,... ,хп) будем называть идеал кольца Л, порожденный элементами

и обозначать ее 7(/)- Тогда 7-характеристикой многообразия V над кольцом Л назовем сумму 7-характеристик всех тождеств, выполненных в данном многообразии. Аналогично, такую характеристику будем обозначать через i(y). Легко видеть, что введенная С. И. Кубла-новским нормальная (левая, правая) характеристика является частным случаем общего определения, достаточно положить:

(a) и v v, если слова и и v совпадают с точностью до перестановки внутренних переменных;

(b) и vi v, если слова и и v совпадают с точностью до перестановки и первые буквы этих слов совпадают;

(c) и vT v, если слова и и v совпадают с точностью до перестановки и последние буквы этих слов совпадают.

В § 2 приводятся и обсуждаются теоремы В. Т. Маркова и С. И. Кублановского, связанные с описанием многообразий конечного т*ипа. Опираясь на теорему С. И. Кублановского [9], в этом же параграфе доказывается критерий конечности типа:

Теорема 1. Пусть V — многообразие нормальной характеристики 1 над нетеровым кольцом Джекобсона А с 1. Тогда V является многообразием конечного типа тогда и только тогда, когда щ{У) + »г(У) = 1, т.е. сумма левой и правой нормальной характеристики V совпадает с А.

В данном параграфе приведен пример, показывающий, что существуют многообразия конечного типа, нормальная характеристика которых отлична от 1. Одним из основных результатов главы 1 является теорема 2, доказанная в § 3:

Теорема 2. Пусть V - многообразие нормальной характеристики О над кольцом А, где А - нетерово кольцо Джекобсона с 1. Если в многообразии V выполнено хотя бы одно тождество вида

то— 1

abm[x,y]c =

i=0

и хотя бы одно тождество вида

а[х, у\Ьпс = J2 Pjbn-ja{x, y]V с, i=o

(где a,b,c,x,y - буквы, a cti,fij элементы А), тогда V - многообразие конечного типа.

Теорема 2 дает новую серию многообразий алгебр конечного типа, нормальная характеристика которых равна нулю. До сих пор все

известные примеры многообразий конечного типа имели нормальную характеристику, равную единице.

Через Ass обозначим многообразие всех алгебр над каким-либо заданным кольцом. В § 4 приведен ряд необходимых условий конечности типа многообразий. Центральным среди них является:

Предложение 3. Если V - многообразие конечного типа над кольцом А, отличное от Ass, тогда в многообразии V выполняется тождество вида

г=1

где A G Л \ {0}, а щ{х, у) - мономы, неподобные xmyn.

В качестве следствия этого критерия полученно следующее утверждение, представляющее самостоятельный интерес.

Следствие 4. Многообразие, порожденное алгеброй матриц МП(А) над бесконечной областью целостности А с 1, не является многообразием конечного типа.

Это следствие дает ответ на вопрос К. Прочези и Л. Смолла.

Если задано кольцо Л, то через Fqq обозначим счетно порожденную свободную алгебру над кольцом Л. Пусть V — многообразие алгебр над кольцом Л, через Id(V) обозначим его идеал тождеств, его можно рассматривать как как идеал алгебры Fqq. Основываясь на предложении 3 в этом параграфе устанавливается

Предложение 4. Пусть V — многообразие конечного типа над кольцом А, отличное от Ass. Обозначим через Ксо = [i^ooj-^oo] коммутаторную алгебру. Если идеал тождеств Id(V) содержится в К^, тогда V не является многообразием конечного типа.

В качестве следствия предложения 4 получается, что стандартное тождество

Sn(xi,...,xn) =

степени выше двух не является тождеством конечного типа.

В § 5 установлен ряд структурных свойств для многообразий алгебр конечного типа. В том числе, доказана замкнутость класса многообразий алгебр конечного типа относительно пересечения и его незамкнутость относительно обьединения — соответственно предложения 6 и 10. В предложении 8 показано, что в классе многообразий алгебр без единицы существуют два многообразия конечного типа, между которыми есть многообразие не конечного типа. Предложение 9 показывает, что возможна и симметричная ситуация: есть два многообразия не конечного типа, между которыми находится многообразие конечного типа.

Глава 2 посвящена вопросам алгоритмического распознавания многообразий алгебр конечного типа. Для решения этой задачи автором определяется новая арифметическая характеристика тождеств и многообразий (§1). Пусть X - счетный алфавит, п - натуральное число; определим бинарное отношение сгь)П на множестве Х+. Если u,v G Х+, то U(Tl)TIv тогда и только тогда, когда п-е буквы данных слов совпадают, а подслова, стоящие слева и справа от этой буквы соответственно, равны с точностью до перестановки. Очевидно, что это бинарное отношение является отношением эквивалентности на множестве слов длины не менее п. В соответствии с обобщенным определением нормальной характеристики будем говорить о сг/,^-характеристике тождеств и многообразий. Бинормальной характери-

стикой многообразия (тождества) V будем называть сумму сг?,)П-ха-рактеристик этого многообразия (тождества) по всем натуральным п и обозначать //?,. Далее, приведем пример подсчета бинормальной характеристики тождества. Рассмотрим тождество над некоторым кольцом Л:

f(x, у) — \хх\х, у]у + Х2у[х, у]х =

= \ix2y2 - \гхуху + \2ухух-\2у2х2,

где Ai, Л2 ? Л. Отношение 4 отношение сгь,т не порождает ни одного класса эквивалентности на множестве мономов /. Итак, по определению /J>b(f) — (АьАг).

В § 1 устанавливаются основные свойства этой характеристики.

Теорема 3. Пусть V - многообразие алгебр над коммутативным кольцом А с 1. В многообразие V выполняется тождество вида

\xrnyn =

тогда, и только тогда, когда бинормальная характеристика V отлична от нуля.

Теорема 4. Пусть V - многообразие алгебр над коммутативным кольцом А с 1, и система тождеств {fi(X)\i G /} образует базис тождеств многообразия V, где X некоторый алфавит. Тогда //?,(1^) =

Эти теоремы, в частности, позволяют алгоритмически устанавливать остутствие конечности типа по базису тождеств многообразия.

К числу основных результатов диссертации отностится теорема, доказанная в § 2.

Теорема 5. Пусть V - многообразие алгебр с 1 над бесконечным полем F; тогда эквивалентны следующие условия:

1) многообразие V — конечного типа;

2) бинормальная левая характеристика V отлична от нуля;

3) в многообразии V выполнено тождество Энгеля: [х, у]п = 0.

Эта теорема дает возможность для многообразий алгебр с единицей над бесконечным рекурсивным полем определить по его базису тождеств, является ли оно многообразием конечного типа. В качестве следствия из этой теоремы мы получаем возможность определить, является ли многообразие Энгелевым и локально Лиево нильпотентным - это в точности те многообразия, у которых бинормальная характеристика отлична от нуля.

Многообразие называется многообразием наследственно конечного типа, если оно и всякое его подмногообразие являются многообразиями конечного типа. Из теоремы Маркова [17] следует, что

для многообразий алгебр с 1 над бесконечным полем все многообразия конечного типа являются наследственными. Однако, как следует из результатов § 5 главы 1, наследственная конечность типа не имеет места для всех многообразий алгебр без единицы конечного типа. Описанию многообразий наследственно конечного типа посвящен § 3, в котором доказана следующая теорема.

Теорема 6. Многообразие алгебр V над нетеровым коммутативным кольцом Джекобсона А с 1 является многообразием наследственно конечного типа тогда и только тогда, когда vi(V) + vr(V) = 1-

Этот критерий естественным образом легко проверяется алгоритмически.

Рассмотрим некоторый алфавит X и построим бинарное отношение р на множестве Х+: если u, v Е Х+, то upv тогда и только тогда, когда и совпадает сг;с точностью до перестановки. По аналогии с определением бинормальной характеристики, данное бинарное отношение порождает р-характеристику тождеств тождеств и многообразий алгебр, которую мы назовем однородной характеристикой.

Если задано некоторое кольцо Л, то через Fk обозначим абсолютно свободную счетно порожденную алгебру над этим кольцом. Через IdkiV) обозначим идеал всех тождеств многообразия V от к переменных. Многообразие алгебр V над кольцом Л называется PI-многообразием, если в нем выполняется тождество вида

,..., хп) = ^2 ^iUi(xi,..., хп),

где Х{ € Л, щ - попарно неподобные мономы и семейство порождает Л.

Многообразие алгебр V будем называть многообразием лево-(право-)конечного типа, если для всякого натурального к идеал тождеств Idk(V) как левый (правый) модуль над алгеброй Fk является конечно порожденным. В § 4 описаны PI-многообразия алгебр над нетеровым коммутативным кольцом с 1, удовлетворяющие условию односторонней конечности типа.

Теорема 7. Пусть V - PI-многообразие алгебр над коммутативным нетеровым кольцом А с 1. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) многообразие V — лево-конечного типа;

2) многообразие V — право-конечного типа;

3) в многообразии V выполняется тождество вида Х)Г=1 ^гж% гДе идеал, порожденный всеми Х{, совпадает с А;

4) однородная характеристика многообразия V совпадает с А.

Этот критерий может быть легко проверен алгоритмически по конечному базису тождеств многообразия (для рекурсивного кольца).

На основании предыдущих результатов в § 5 приводится классификация многообразий алгебр над полем с точки зрения конечности типа на языке идеалов тождеств. Пусть V — многообразие алгебр над некоторым полем Р, тогда возможны следующие варианты.

(1) Идеал тождеств Id(V) не содержится в пересечении идеалов FqoKоо и KqqFoo, тогда V конечного типа.

(2) Идеал тождеств Id{V) содержится в пересечении идеалов FqoKqo и KoqFoq, но не содержится в FoqKoqFoq, тогда V не конечного типа.

(3) Идеал тождеств Id(V) содержится в -Foo-^oo-foo и

 (3.1) Идеал тождеств Id(V) содержится в К^, тогда V не конечного типа.

(3.2) Идеал тождеств Id(V) не содержится в К^: показано, что существуют как многообразия конечного типа, так и многообразия не конечного типа, подпадающие под данный случай.

Отметим, что в случае, когда поле рекурсивно и многообразие задано конечной системой тождеств, все условия данной классификации могут быть проверены алгоритмически.

Глава 1.

Общие свойства многообразий конечного типа.

§1. Основные понятия, обозначения и замечания.

В данной работе под алгеброй будет по умолчанию понимать ассоциативную алгебру.

1) Пусть А - алгебра над кольцом Л, тогда через Л# будем обозначать саму А, если она содержит единицу, и А с внешне присоединенной единицей в противном случае. Через А* обозначим алгебру, антиизоморфную А.

2) Если X некоторое множество, то через Х+ обозначим свободную полугруппу над X, ее элементы мы будем трактовать как слова над алфавитом X. Пусть S — некоторая полугруппа, тогда через S& обозначим полугруппу 5 с внешне присоединенной единицей. Рассмотрим и слово над алфавитом X, тогда через h(u) и ri(u) будем обозначать первую и последнюю букву слова и соответственно. Через |гг| обозначим длину слова и. Если и и v — слова над алфавитом X, то мы будем записывать условие, что и является перестановкой v так: u — v. Через и С v будем записывать условие, что слово и является подсловом v.

Когда над алфавитом X и некоторым кольцом Л рассматривается какой-либо моном и = Аио, где щ Е Х+ а Л 6 Л, то мы будем применять к нему все те функции и предикаты, которые применяются к словам, имея ввиду, что они будут применяться к uq. To есть 1т{и) = 1т{и0), \и\ - |г*0| и т.п.

Если X = {xi,.. .хп}, и рассматривается полином f(x\,... хп),

