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Введение

Предмет исследования и актуальность темы. Кольцо R называется слабо регулярным, если каждый его правый (левый) идеал, который не содержится в радикале Джекобсона кольца R, содержит в себе ненулевой идемпотент. Класс слабо регулярных колец включает в себя ряд хорошо известных и изученных классов колец. Например, слабо регулярными кольцами являются полусовершенные кольца, регулярные кольца, полурегулярные кольца, полуартиновы кольца и кольца со свойством замены. Слабо регулярные кольца, у которых радикал Джекобсона является ниль — идеалом, под названием I — колец изучались Левицким в работе [66]. I — кольца также рассматриваются в книге Джекобсона [4]. Слабо регулярные кольца под названием лево - I — подобных колец были введены в 1965 году И.И. Сахаевым в работе [15]. В частности, И.И. Сахаевым полусовершенные кольца были охарактеризованы, как слабо регулярные кольца, у которых всякое множество попарно ортогональных ненулевых идемпотентов конечно. Никольсон в 1975 году в работе [69] ввел и изучил слабо регулярные кольца под названием 10 - колец.

Понятие слабо регулярного модуля, как модульного аналога понятия слабо регулярного кольца, было введено в начале 90 - ых годов XX века И.И. Сахаевым. X. Хакми изучал проективные слабо регулярные модули и их кольца эндоморфизмов. В частности, им были описаны кольца, над которыми каждый проективный модуль имеет слабое регулярное кольцо эндоморфизмов. Также X. Хакми установил, что над слабо регулярным кольцом каждый проективный модуль является слабо регулярным.

В последние десятилетия специальные случаи слабо регулярных модулей рассматривались различными авторами. Слабо регулярными модулями являются регулярные модули, полурегулярные модули и модули со свойством поднятия. Модули со свойством поднятия изучали Визбаур [74], Оширо [72]-[74], Кескин [63]-[64], Ломп [63], Ваная и Пуров [84]. В

частности, в работе [84] было установлено, что над кольцом R все правые модули являются модулями со свойством поднятия тогда и только тогда, когда R является артиновым полуцепным и J (R)=0. В работе [63] Кескин и Помп установили, что у полусовершенного кольца R квадрат радикала Джекобсона равен нулю тогда и только тогда, когда над ним каждая прямая сумма локального проективного модуля и простого модуля является модулем со свойством поднятия. Свойства полурегулярных модулей подробно изучил Никольсон в работе [69]. Регулярные модули изучал Зельманович в работе [86].

Введение и изучение слабо регулярных модулей позволяет развить единообразный подход ко всем модулям упомянутых выше. Цель работы: установление условий, при которых имеет место замкнутость слабо регулярных модулей относительно прямой суммы. Систематическое описание колец, над которыми модули являются прямыми суммами слабо регулярных модулей. Основные результаты работы.

1. В случае полусовершенных колец описаны кольца, над которыми все правые модули слабо регулярны, и кольца, над которыми правые слабо регулярные модули замкнуты относительно прямой суммы.

2. Установлено, что кольца, над которыми слабо регулярные правые модули замкнуты относительно прямой суммы, являются правыми кольцами Басса.

3. Для слабо регулярного кольца R установлено, что из условия замкнутости слабо регулярных правых R - модулей относительно прямой суммы следует полупростота правого R - модуля J(R)r.

4. Дана новая характеристика артиновых полуцепных колец, как колец, над которыми каждый правый и левый модуль является прямой суммой конечного числа модулей со свойством поднятия.

5. Описаны 1 - строго слабо регулярные проективные модули.

6. Получены необходимые и достаточные условия для колец, над которыми все модули являются 1- строго слабо регулярными.

7. В совершенном и коммутативном случае описаны кольца, над которыми все модули являются прямыми суммами 1 - строго слабо регулярных модулей.

,# Краткое содержание диссертации.

Первая глава диссертации посвящена изучению свойств колец, над которыми все модули слабо регулярны, и условиям замкнутости слабо регулярных модулей относительно прямых сумм. В случае полусовершенных колец описаны кольца, над которыми все правые модули слабо регулярны, и кольца, над которыми правые слабо регулярные модули замкнуты

,ф относительно прямой суммы. Было установлено, что если над кольцом R

правые слабо регулярные модули замкнуты относительно прямой суммы, то оно является правым кольцом Басса. В случае, когда кольцо R является слабо регулярным, показано, что условие замкнутости правых слабо регулярных модулей относительно прямой суммы влечет полупростоту правого R -модуля J(R)r. В коммутативном случае описаны кольца, над которыми

w каждый модуль является слабо регулярным.

Вторая глава посвящена изучению колец, над которыми каждый модуль является прямой суммой конечного число слабо регулярных модулей. Получена новая характеристика артиновых полуцепных колец, как совершенных справа колец, над которыми каждый правый и левый модуль является прямой суммой конечного числа слабо регулярных модулей. С

т помощью этого результата доказывается, что кольцо R является артиновым

полуцепным тогда и только тогда, когда над ним каждый правый и левый модуль является прямой суммой конечного числа модулей со свойством поднятия. Приводится также пример кольца, над которым правые модули являются прямыми суммами конечного числа слабо регулярных модулей, а левые - нет.

Третья глава посвящена изучению колец, над которыми каждый модуль является прямой суммой конечного числа 1- строго слабо регулярных модулей. Описаны проективные 1 - строго слабо регулярные модули.

Показано, что над кольцом R всякий правый модуль является 1 - строго слабо регулярным тогда и только тогда, когда оно либо классически полупросто, либо является цепным, у которого J2(R)=0. В ряде случаев

# описаны кольца, над которыми каждый модуль является прямой суммой 1 -строго слабо регулярных модулей.

Теперь перейдем к изложению работы с точными формулировками полученных результатов.

Первая глава состоит из пяти параграфов. В параграфе 1.1 приводятся основные соглашения, определения и факты из теории колец и модулей,

(, которые используются в работе. Параграф 1.2 посвящен определению слабо

регулярного модуля.

Определение 1.2.1. Правый R - модуль М называется слабо регулярным, если каждый его подмодуль, который не содержится в радикале Джекобсона модуля М, содержит в себе ненулевое прямое слагаемое модуля М. Рассматриваются случаи, когда слабо регулярные модули замкнуты

относительно взятия прямых сумм.

Теорема 1.2.14. Модуль, который является прямой суммой слабо регулярных проективных модулей, является слабо регулярным проективным модулем. В конце параграфа приводится пример, показывающий, что слабо регулярные модули, вообще говоря, не замкнуты относительно прямой суммы.

* Параграф 1.3 посвящен изучению колец, над которыми каждый модуль является слабо регулярным. В следующей теореме устанавливаются некоторые свойства таких колец.

Теорема 1.3.5. Если над кольцом R каждый правый модуль слабо регулярен, то имеют место следующие свойства:

1) J2(R)=0;

2) для каждого правого R - модуля имеет место равенство J(J(M))=0;

3) каждый правый R - модуль, радикал Джекобсона которого не равен нулю, содержит в себе ненулевой инъективный подмодуль;

4) каждый правый неразложимый модуль над кольцом R является либо простым, либо цепным длины два.

Применяя предыдущую теорему к случаю полусовершенного кольца, мы получаем следующий результат.

Теорема 1.3.7. Для полусовершенного кольца R следующие условия равносильны:

1) над кольцом R все правые модули слабо регулярны;

2) над кольцом R все левые модули слабо регулярны;

3) кольцо R является артиновым полуцепным, квадрат радикала которого равен нулю;

4) над кольцом R каждый модуль является либо полупростым, либо содержит в себе ненулевой инъективный подмодуль;

5) каждый правый R - модуль, радикал Джекобсона которого не равен нулю, содержит в себе не нулевой инъективный подмодуль.

В конце параграфа приводится пример неполусовершенного кольца, над

которым каждый модуль является слабо регулярным. Также приводится

пример кольца показывающий, что из слабо регулярности всех правых

модулей, вообще говоря, не следует слабая регулярность всех левых

модулей.

Параграф 1.4 посвящен изучению колец, над которыми слабо регулярные

модули замкнуты относительно прямой суммы. Сначала устанавливаются

утверждения общего характера.

Теорема 1.4.3. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) R - слабо регулярное кольцо и J(R) является полупростым правым R -модулем;

2) над кольцом R каждый правый R-модуль представимый в виде прямой суммы проективного модуля и полупростого модуля является слабо

регулярным;

3) над кольцом R каждый правый R-модуль представимый в виде прямой суммы проективного модуля и простого модуля является слабо регулярным.

Следствие 1.4.4. Если над слабо регулярным кольцом R правые слабо

регулярные модули замкнуты относительно взятия прямой суммы, то J(R)

является полупростым правым R - модулем. (0): Теорема 1.4.6. Если над кольцом R прямая сумма слабо регулярного модуля

и простого модуля является слабо регулярным модулем, то оно является

правым кольцом Басса.

Далее результаты, полученные в начале параграфа, применяются к случаю

полусовершенного кольца.

Теорема 1.4.8. Пусть R — полусовершенное кольцо. Тогда следующие {т, условия равносильны:

1) J2 (Ю=0;

2) над кольцом R каждый правый R-модуль представимый в виде прямой суммы слабо регулярного и полупростого модуля, является слабо регулярным;

• 3) над кольцом R каждый правый R-модуль, представимый в виде прямой % суммы локального и полупростого модуля, является слабо регулярным;

4) над кольцом R каждый правый R-модуль, представимый в виде прямой суммы локального и простого модуля, является слабо регулярным;

5) над кольцом R каждый правый R-модуль, представимый в виде прямой суммы локального проективного и простого модуля, является слабо регулярным;

щ 6) над кольцом R каждый правый R-модуль, представимый в виде прямой

суммы проективного и полупростого модуля, является слабо регулярным. 7) над кольцом R каждый правый R-модуль, представимый в виде прямой суммы проективного и простого модуля, является слабо регулярным. Следствие 1.4.9. Пусть R — полусовершенное кольцо. Тогда следующие условия равносильны: 1) R - является либо полупростым, либо локальным, у которого J2 (R)=0;

2) над кольцом R каждый правый R-модуль, представимый в виде прямой суммы слабо регулярного и полупростого модуля, является 1- строго слабо регулярным.

Теорема 1.4.12. Для полусовершенного кольца R следующие условия равносильны:

1) кольцо R является полуцепным справа, у которого J2 (R)=0;

2) над кольцом R прямая сумма двух правых локальных модулей является модулем со свойством поднятия;

3) над кольцом R прямая сумма двух правых локальных модулей является слабо регулярным модулем;

4) прямая сумма двух правых слабо регулярных модулей является слабо регулярным модулем.

Следствие 1.4.13. Пусть R - полусовершенное кольцо. Тогда следующие условия равносильны:

1) R является артиновым полуцепным, у которого J2 (R)=0;

2) свойство слабо регулярности для модулей замкнуто относительно взятия прямых сумм для правых и левых модулей;

3) свойство слабо регулярности для модулей замкнуто относительно взятия прямых сумм для правых и левых локальных модулей;

4) над кольцом R все правые модули слабо регулярны.

Следствие 1.4.14. Пусть R - полусовершенное кольцо. Тогда следующие условия равносильны:

1) R является либо полупростым, либо цепным справа, у которого J2 (R)=0;

2) над кольцом R прямая сумма двух правых 1-строго слабо регулярных модулей является 1-строго слабо регулярным модулем.

Теорема 1.4.20. Для коммутативного кольца R следующие условия равносильны:

1) R/J(R) является регулярным кольцом и J(R) - полупростой R - модуль;

2) над кольцом R прямая сумма слабо регулярного модуля и полупростого является слабо регулярным модулем;
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Теорема 1.4.21. Для коммутативного кольца R следующие условия равносильны:

1) R является регулярным кольцом;

2) J(R)=0 и над кольцом R слабо регулярные модули замкнуты относительно взятия прямой суммы.

Параграф 1.5 посвящен описанию коммутативных колец, над которыми

каждый модуль является слабо регулярным. Основной здесь является

следующая теорема.

Теорема 1.5.6. Для коммутативного кольца R следующие условия

равносильны:

1) над кольцом R все модули слабо регулярны;

2) над кольцом R каждый модуль является либо полупростым, либо содержит в себе ненулевой инъективный подмодуль;

3) R/J(R) - полуартиново, J(R) является полупростым модулем конечной длины и для любого идеала S кольца R, который является дополнением по пересечению для J(R), кольцо R/S является прямым произведение конечного числа цепных колец длины не больше двух.

Вторая глава состоит из двух параграфов. В параграфе 2.1 рассматриваются совершенные кольца, над которыми каждый модуль является прямой суммой конечного числа слабо регулярных модулей. Теорема 2.1.14. Следующие условия равносильны:

1) кольцо R - является артиновым полуцепным;

2) R является совершенным справа и найдется такое целое число N, что каждый правый и левый R - модуль является прямой суммой N слабо регулярных модулей;

3) R - совершенное справа кольцо, над которым каждый правый и левый модуль является прямой суммой конечного числа слабо регулярных модулей;

4) R - совершенное справа кольцо, над которым каждый правый и левый конечно порожденный модуль является прямой суммой конечного числа слабо регулярных модулей.

Теорема 2.1.16. Пусть R - совершенное справа кольцо и п-некоторое натуральное число. Тогда следующие условия равносильны:

1) кольцо R - является артиновым полуцепным и степень нильпотентности радикала кольца R равна либо 2п, либо 2п-1;

2) каждый модуль над кольцом R является прямой суммой п слабо регулярных модулей и найдется модуль над этим кольцом, который не является прямой суммой п-1 слабо регулярных модулей.

Теорема 2.1.17. Пусть R - совершенное справа кольцо и п - некоторое натуральное число. Тогда следующие условия равносильны:

1) кольцо R является артиновым полуцепным и степень нильпотентности его радикала к равна либо 2п, либо 2п+1;

2) над кольцом R всякий модуль является прямой суммой проективного модуля и п слабо регулярных модулей, причем над кольцом R найдется правый R-модуль, который не представим в виде прямой суммы проективного и п-1 слабо регулярных модулей.

3) над кольцом R всякий правый и левый модуль является прямой суммой полупростого модуля и п слабо регулярных модулей, причем над кольцом R найдется правый R-модуль, который не представим в виде прямой суммы полупростого и п-1 слабо регулярных модулей;

В конце параграфа приводится пример кольца, над которым правые модули являются конечными прямыми суммами слабо регулярных модулей, а левые

Параграф 2.2 посвящен изучению колец, над которыми правые и левые модули являются прямыми суммами конечного числа модулей со свойством поднятия. Основными здесь являются следующие теоремы. Теорема 2.2.4. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) кольцо R - является артиновым полуцепным;

2) найдется такое целое число N, что каждый правый и левый R - модуль является прямой суммой N модулей со свойством подъема;

3) каждый правый и левый модуль является прямой суммой конечного числа модулей со свойством подъема. Теорема 2.2.6. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) кольцо R - является артиновым полуцепным и степень нильпотентности радикала кольца R равна либо 2п, либо 2п-1;

2) каждый модуль над кольцом R является прямой суммой п модулей со свойством подъема и найдется модуль над этим кольцом, который не является прямой суммой п-1 модулей со свойством подъема.

Теорема 2.2.7. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) Кольцо R является артиновым полуцепным и степень нильпотентности его радикала к равна либо 2п, либо 2п+1;

2) Над кольцом R всякий правый и левый модуль является прямой суммой полупростого модуля и п модулей со свойством подъема; над кольцом R найдется правый R-модуль, который не представим в виде прямой суммы полупростого и п-1 модулей со свойством подъема.

Отметим, что теоремы 2.2.7 и 2.2.6 позволяют описывать артиновы

полуцепные кольца с точностью до степени нильпотентности радикала

Джекобсона.

В конце параграфа приводится пример кольца, над которым правые модули

являются конечными прямыми суммами модулей со свойством поднятия, а

левые - нет.

Результаты этого параграфа уточняют и развивают ряд утверждений,

полученных в работах [64] и [84].

Третья глава состоит из трех параграфов. Параграф 3.1 посвящен изучению

проективных 1- строго слабо регулярных модулей. Следующие две теоремы

описывают 1 - строго слабо регулярные проективные модули.

Теорема 3.1.1. Циклический проективный модуль xR является 1-строго

слабо регулярным тогда и только тогда, когда он удовлетворяет одному из

следующих условий:

1) модуль xR является регулярным;

2) модуль xR является локальным;

3) модуль xR изоморфен циклическому модулю вида

где ej, e2 — некоторые примитивные взаимоортогональные идемпотенты кольца R. Причем J(eiR) - полупростой модуль, J(eiR)*0, J(e2R)=0, eiJei=e2R(l-ei-e2)=eiJ(l-ei-e2)=0 и каждый простой подмодуль модуля изоморфен e2R; 4) модуль xR изоморфен циклическому модулю вида

с* где ei, e2 - некоторые примитивные взаимоортогональные идемпотенты

кольца R. Причем J^R) и J(e2R) полупростые модули, J(eiR)^0, J(e2R)^0, eiJei=e2Je2=e2R(l-ei-e2)=eiR(l-ei-e2)=0 и каждый простой подмодуль J(eiR) изоморфен e2R/J(e2R), а каждый простой подмодуль J(e2R) изоморфен

Теорема 3.1.2. Проективный модуль Р над кольцом R является 1-строго слабо регулярным тогда и только тогда, когда он удовлетворяет одному из следующих условий:

1) Р является регулярным;

2) Р является циклическим 1 — строго слабо регулярным;

3) Р изоморфен модулю вида ^®eaR, где для некоторого идемпотента е

аеА

кольца R все модули eaR (аеА) изоморфны модулю eR, eR(l-e)=0 и eR

является локальным модулем;

4) Р изоморфен модулю вида eR Ф ^®eaR , где для некоторых

аеА

взаимоортогональных идемпотентов ei и е2 модуль eR изоморфен локальному непростому модулю eiR, для каждого аеА модуль eaR изоморфен простому модулю e2R. Причем e2R(l-e2)=0, eiJei=O и eiJ(l-er е2)=0.

Параграф 3.2 посвящен изучению колец, над которыми каждый правый модуль является 1 - строго слабо регулярным. Основной здесь является следующая теорема. г Теорема 3.2.3. Для кольца R следующие условия равносильны

1) над кольцом R все правые R - модули 1-строго слабо регулярны;

2) кольцо R является либо полупростым, либо локальным цепным и J2(R) =0. Следствие 3.2.5. Над полусовершенным кольцом R следующие условия равносильны:

1) кольцо R является либо полупростым, либо артиновым цепным, у (#: которого J2 (R)=0;

2) над кольцом R 1 - строго слабо регулярные модули (правые и левые) замкнуты относительно взятия прямой суммы;

3) над кольцом R все правые модули 1- строго слабо регулярны.

В параграфе 3.3 мы применяем результаты, полученные во второй главе, к кольцам, над которыми модули являются прямыми суммами 1 — строго слабо -•! регулярных модулей. Основными здесь являются следующие теоремы.

Теорема 3.3.6. Следующие условия для кольца R равносильны:

1) R является совершенным справа (слева) и найдется такое целое число N, что каждый правый R — модуль является прямой суммой N 1 — строго слабо регулярных модулей;

2) R является совершенным справа (слева) и каждый правый R — модуль (* является прямой суммой конечного числа 1 - строго слабо регулярных

модулей;

3) кольцо R — является прямым произведением полупростого кольца и конечного числа артиновых цепных колец;

Теорема 3.3.9. Для коммутативного кольца R следующие условия

равносильны:

1) кольцо R является полусовершенным и над ним каждый модуль является

прямой суммой конечного числа слабо регулярных модулей;

2) кольцо R изоморфно прямому произведению конечного числа артиновых цепных колец;

3) над кольцом R каждый модуль является прямой суммой конечного числа 1 - строго слабо регулярных модулей.

16 Глава I.

Слабо регулярные кольца и модули.

§ 1.1. Предварительные сведения.

В данной работе все кольца предполагаются ассоциативными с единицей, а модули над ними унитальными. Через J(R) и J(M) будем соответственно обозначать радикал Джекобсона кольца R и модуля М. Инъективную оболочку модуля М будем обозначать через Е(М). Если хеМ, то аннулятором элемента х будем называть множество вид AnnR(x)={reRj хг=0}. Причем, если из изложения будет понятно, над каким кольцом рассматривается модуль М, то вместо AnnR(x) будем писать просто Апп(х).

Ради удобства ссылок приведем определения и факты теории колец и модулей, которые будут использованы в данной работе. Определение 1.1.1 Подмодуль N модуля М называется косущественным в М, если для каждого подмодуля А модуля М условие N+A=M влечет равенство А=М.

Определение 1.1.2 Подмодуль N модуля М называется существенным в М, если для каждого подмодуля А модуля М условие NnA=0 влечет равенство А=0.

(ф, Определение 1.1.3 Радикалом Джекобсона модуля М называется сумма всех

косущественных в нем подмодулей.

Определение 1.1.4 Цоколем модуля М называется сумма всех простых его подмодулей. Цоколь модуля М будем обозначать через Soc(M). Определение 1.1.5 Модуль М называется цепным, если любые два подмодуля в нем сравнимы относительно включения. Кольцо R называется цепным справа, если модуль RR является цепным. Кольцо называется цепным, если оно цепное слева и справа.

Определение 1.1.6 Модуль М называется полуцепным, если он является прямой суммой цепных модулей. Кольцо R называется полуцепным справа, если модуль Rr полуцепной справа. Кольцо называется полуцепным, если оно полуцепное слева и справа.

Определение 1.1.7. Кольцо R называется совершенным справа, если каждый правый R - модуль имеет проективную оболочку.

Определение 1.1.8. Кольцо R называется правым кольцом Басса, если каждый ненулевой правый R - модуль содержит максимальный подмодуль. Теорема Басса 1.1.9. Следующие условия на кольцо R эквивалентны:

1) R - совершенно справа;

2) R - полусовершенно и J(R) исчезает слева;

3) R - полуартиново слева кольцо с ограниченным числом ортогональных ненулевых идемпотентов;

4) R- полулокальное правое кольцо Басса.

Определение 1.1.10. Идемпотент е кольца R называется локальным, если кольцо eRe является локальным. Отметим, что ввиду теоремы 11.4.1 [7] локальность идемпотента е равносильна локальности модуля eR. Определение 1.1.11 Кольцо R называется полусовершенным, если оно содержит конечное число попарно ортогональных и дающих в сумме единицу локальных идемпотентов {е,)"м. Если е -локальный идемпотент и R -

полусовершенное кольцо, то модуль вида eR называется главным

неразложимым.

Определение 1.1.12 Кольцо называется полулокальным кольцом, если

кольцо R/J(R) является классически полупростым.

Определение 1.1.13 Кольцо, над которым каждый правый модуль имеет

нулевой радикал Джекобсона, называется правым V - кольцом.

Теорема 1.1.14. Для кольца R следующие условия равносильны

1) кольцо R является правым V — кольцом;

2) над кольцом R каждый простой правый модуль является инъективным. Теорема 1.1.15. Для кольца R следующие условия равносильны

